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Resum

Els patrons de vegetaci6 sén abundants en ecosistemes arids i semiarids, pero
la forma en que es formen no queda clara. Una de les teories més esteses sos-
té I'existencia de retroalimentacions dependents d’escala (SDF, en anglés) en
les interaccions entre plantes i entre plantes i aigua. Les distancies curtes es-
tan dominades per interaccions facilitadores, mentre que les interaccions
competitives dominen a escales més grans. Aquestes retroalimentacions ge-
neren distribucions de I'aigua espacialment inhomogeénies que, en ultima ins-
tancia, generen l'aparicié de patrons de vegetacié. Tot i que la preséncia d'in-
teraccions facilitadores i competitives és clara, sovint sén dificils de deslligar
en el camp i, per tant, la seva rellevancia en la formacié de patrons de vegeta-
cié encara és discutible. En aquest article revisem els processos biologics que
s’han proposat per explicar la formacié del patr6 en els ecosistemes arids i
com s’han implementat en models matematics. Es conclou I'article discutint
I'existencia d’estructures similars en diferents sistemes biologics i fisics.
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From scale-dependent feedbacks to long-range
competition alone: a short review on pattern-forming
mechanisms in arid ecosystems

Abstract

Vegetation patterns are abundant in arid and semiarid ecosystems, but how
they form remains unclear. One of the most extended theories lies in the ex-
istence of scale-dependent feedbacks (SDF) in plant-to-plant and plant-water
interactions. Short distances are dominated by facilitative interactions,
whereas competitive interactions dominate at larger scales. These feed-
backs shape spatially inhomogeneous distributions of water that ultimately
drive the emergence of patterns of vegetation. Even though the presence of
facilitative and competitive interactions is clear, they are often hard to dis-
entangle in the field, and therefore their relevance in vegetation pattern for-
mation is still disputable. Here, we review the biological processes that have
been proposed to explain pattern formation in arid ecosystems and how they
have been implemented in mathematical models. We conclude by discussing
the existence of similar structures in different biological and physical systems.

Introduccio

L’autoorganitzaci6 és ubiqua en la natura. Se’n
poden trobar exemples a qualsevol escala es-
paciotemporal, des dels microbis fins a paisat-
ges sencers, i en organismes tant mobils com
séssils (Solé i Bascompte, 2006). Un dels casos
més extensament estudiats és el de la formaci6
de patrons de vegetacio en ecosistemes arids,
en queé 'ordre sorgeix a escales molt grans i
sota diferents condicions bidtiques (espécies
vegetals) i abiotiques (tipus de sol). La forma-
ci6 de patrons en sistemes biologics sovint és
una resposta als estressors externs (Meron,
2018) i, per tant, les estructures emergents
contenen informacié important sobre els pro-
cessos fisics i bioldgics subjacents. Es per aixo
que els canvis en els patrons vegetals han estat
proposats teoricament com un indicador pre-
cog de desertificaci6 i pérdua de biomassa ve-
getal (Scheffer i Carpenter, 2003; Rietkerk et
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al., 2004), aixi com una mesura indirecta de la
resposta dels ecosistemes a canvis en I'entorn
(Siteur et al., 2014).

Tot i la gran varietat de regions en queé
s’han identificat patrons de vegetacié (ve-
geu-ne revisions a Borgogno et al., 2009; De-
blauwe et al., 2008; Rietkerk i van de Koppel,
2008), les mateixes formes es troben consis-
tentment arreu; principalment, la vegetacid
forma taques intercalades amb zones de sol
nu, aixi com patrons laberintics de vegetacié i
so0li una capa de vegetacio gairebé homogenia
escampada amb llacunes de sol nu (Figura 1).
En els ultims anys, un nombre creixent d’estu-
dis teorics han proposat una gran varietat de
mecanismes per explicar aparici6 de patrons
de vegetacio. Tot i que alguns d’aquests mo-
dels utilitzen un enfocament individual i expli-
cit en l'espai, en el qual cada planta es modelit-
za com una entitat discreta (De Angelis i
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Yurek, 2017), la majoria utilitza un enfoca-
ment continu en el qual la biomassa de la vege-
tacié es descriu com un camp continu que
evoluciona en I'espai i el temps d’acord amb
una equacio diferencial en derivades parcials
(PDE, en anglés). L’objectiu d’aquesta revisio
és discutir les diferents implementacions
d’aquesta ultima familia de models.

Des d’un punt de vista matematic, les des-
cripcions basades en PDE es poden agrupar en
dues categories principals: (i) models de tipus
Turing que descriuen explicitament la dinami-
ca de l'aigua i la vegetacié amb un parell de
PDE acoblats, i (ii) models nuclears (ker-
nel-based models, en anglés) que descriuen la
dinamica de la vegetacié utilitzant una Gnica
equacid integral-diferencial en derivades par-
cials (Borgogno et al., 2009). Des d’una pers-
pectiva més biologica, la primera classe explica
Pexisténcia de retroalimentacions positives i
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4 Figura 1. Imatges aéries de patrons de vegetacié representatius. Imatges: Google, DigitalGlobe i CNES
Airbus. a) Patré de punts a les illes Chafarinas (Espanya); 35° 10'44,73" N, 2° 26'26,54" W; b) patré del
laberint a I'arxipélag de Cabrera (Espanya); 39° 10'45,87" N, 2° 57'55,73" E; c) patré de buits a la Republica
del Niger; 13°11'29" N, 1° 15'9,07" E; d) patr6 de taques al Txad; 11°52'9,52" N, 15° 59'42,7" E; e) patr6 de
laberint a la Republica del Niger; 13°6'8,29” N, 213'19,12" E (Bailey 2011); f) cercles de fades al desert de

Namibia; 24°57'S 15° 55’ E.
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negatives entre I'aigua i la vegetacid, mentre
que en la segona aquestes retroalimentacions
s’incorporen implicitament en I'existéncia
d’interaccions competitives i/o facilitadores
entre plantes. Els models més sofisticats inclo-
sos en cadascuna d’aquestes classes inclouen
processos addicionals, com ara les interacci-
ons entre la vegetacio i altres organismes (Bo-
nachela et al., 2015; Tarnita et al., 2017; Prin-
gle i Tarnita, 2017), topografia paisatgistica
(Klausmeier, 1999; Von Hardenberg et al.,
2001), i diferents fonts estocastiques que po-
den tenir efectes importants sobre el patr6 de
vegetacio. Per exemple, canvis aleatoris en les
condicions ambientals poden provocar I'apa-
rici6 de distribucions regulars de vegetacié
(Ridolfi et al., 2011; D’Odorico et al., 2006b),
mentre que fluctuacions demografiques incre-
menten el ventall de condicions en qué es pot
formar el patré (Martinez-Garcia, Calabrese i
Lépez, 2013; Butler i Goldenfeld, 2009).

Models de tipus Turing de la
dinamica aigua-vegetacio

El 1952, Turing va mostrar en el seu treball pi-
oner sobre la morfogénesi que una interaccié

d’activacid-inhibicié entre dos productes qui-
mics, en conjuncié amb les diferéncies en els
seus coeficients de difusid, pot conduir a la
formaci6 d’una distribucié espacial inhomo-
génia de les dues substancies (Turing, 1952).
En el model original de Turing, la substancia
activadora s’autoreplica a través d’una reaccié
autocatalitica mentre que una segona substan-
cia inhibeix la produccié de l'activador i, per
tant, n’equilibra la concentracié (Figura 2a).
Per tal que emergeixi un patro, I'inhibidor ha
de difondre’s més rapidament que I'activador,
de manera que n’inhibeix la produccié a esca-
les llargues, a la vegada que confina la concen-
tracio de 'activador localment (vegeu la Figura 2b
per a una representacié 1D). Aquest principi
d’inhibicid-activacid és, doncs, dependent de
I’escala: les retroalimentacions positives
dominen a escales c urtes, i les negatives, a les
més grans.

En el nostre context, la vegetacio actua
com l'activador autoreplicador, mentre que,
com que 'aigua és un recurs limitat, la seva es-
cassetat actua com a inhibidor del creixement
vegetatiu. Per discutir aquesta familia de mo-
dels, ens centrarem en el treball fundacional de
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Klausmeier (1999). Tot i que es va formular
inicialment per descriure la formacié de ratlles
de vegetacio en paisatges inclinats, es pot am-
pliar a terrenys plans (Kealy i Wollkind, 2012).
El parell de PDE acoblades proposat és:

(Eq. 1a)

(Eq. 1b)

en que W(x, y; t) i V (x, y; t) representen les
densitats bidimensionals d’aigua del sol i de
biomassa vegetal, respectivament. Per simpli-
ficar la notacié hem omés la dependéncia es-
pacial i temporal en ambdés camps. A’Eq. 1a,
laigua se subministra continuament a una ve-
locitat de precipitacid P i es perd per evapora-
ci6 a una taxa L i per I'absorci6 local per part
de les plantes. L’absorci6 de 'aigua esta mode-
lada pel terme RG(W)F(V)V, en qué R és la
taxa d’absorcid de la planta, G(W) descriu com
el creixement de la planta canvia amb la dispo-
nibilitat d’aigua, i F(V) és una funcié creixent
que representa la retroalimentacio positiva en
la infiltracié deI'aigua deguda a la preséncia de
vegetacid. Finalment, I'aigua difon amb un co-
eficient de difusié D,. A 'Eq. 1b, la biomassa
de vegetacio té un terme de creixement que
depén de la preséncia d’aigua i un de mortali-
tat M que és independent de la densitat. J és el
rendiment de la biomassa vegetal per unitat
d’aigua consumida. En el model original, per
simplicitat es trien funcions lineals tant per a
la taxa d’absorci6 de la planta com per a la res-
posta de les plantes a 'aigua: G(W)=W i
F(V)=V. Tanmateix, es poden utilitzar moltes
altres aproximacions. Per exemple, usant fun-
cions de saturacié que donarien lloc a un ter-
me de creixement logistic per a la biomassa
vegetal. Finalment, el terme de difusié amb un
coeficient de difusié D,, representa la dispersi6
de plantes mitjangant la disseminacié de
llavors.

Una caracteristica compartida per tots els
models d’aquesta classe és 'existéncia d’'una
retroalimentacié dependent de I’escala (SDF,
en anglés) que actua de manera similar al prin-
cipi d’activaci6-inhibicié de Turing. S’han es-
tudiat diverses retroalimentacions positives
entre vegetacio i aigua (Meron, 2016; Meron,
2018). Per exemple, a les Eq. 1 el creixement de
la vegetacié augmenta la infiltraci6 de I'aigua a
través de la funcié F(V) i, aixi, estimula el crei-
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4 Figura 2. Principi de Turing. a) Esquema del principi d'inhibicié-activacié de Turing. L'activador, amb
coeficient de difusié D,, produeix I'inhibidor a una taxa pi s'autoreplica a una taxa a a través d'una reacci6
autocatalitica. L'inhibidor degrada I'activador a velocitat A i es difon a una taxa D,> D; b) esquema del
procés de conformacié de patrons en un sistema unidimensional.
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xement de més vegetaci6 a escala curta.
En conjunt, 'efecte de les retroalimentacions
positives, independentment del mecanisme
que representin, és millorar la disponibilitat
d’aigua en zones més poblades. Les retroali-
mentacions negatives, en canvi, representen
un augment del consum d’aigua provocat pel
creixement de la vegetacid, que inhibeix un
major creixement de la biomassa. Com que la
dispersi6 de plantes es dona a escales molt més
curtes que la difusié d’aigua (Rietkerk et al.,
2002), les retroalimentacions negatives es pro-
dueixen a una escala espacial molt més gran
(Dy>>D,).

Donada la semblanga entre el mecanisme
SDF i el principi d’activacié-inhibici6 de Tu-
ring, els models de vegetaci6-aigua proporcio-
nen el conjunt complet de patrons caracteris-
tics del model de Turing: a mesura que la
precipitacid, que és el parametre de control de
l'aridesa de I'ecosistema, disminueix, la bio-
massa vegetal passa d’estar distribuida de ma-
nera homogenia a organitzar-se deixant clapes
de sol nu, primer, després formant patrons la-
berintics i, finalment, formant una matriu de
taques intercalades amb sol nu (Von Har-
denberg et al., 2001). A més, i depenent de les
condicions inicials del model, també s’obser-
ven estructures anulars transitories en el pas
cap als patrons clapats estacionaris (Meron et
al., 2004).
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Models espacialment no-locals:

un enfocament basat en el nucli
(kernel)

Els models de tipus Turing, en els quals s’in-
clou explicitament la dinamica de l'aigua, per-
meten una identificaci6 directa dels parame-
tres del model amb els processos que
representen. Alternativament, les retroali-
mentacions entre aigua i vegetacio es poden
descriure implicitament com a interaccions
entre plantes. Aix0 condueix a una nova classe
de models que utilitzen una tinica equacio en
derivades parcials per descriure unicament la
dinamica espaciotemporal de la vegetacio. Les
interaccions planta-planta es produeixen en
un rang finit i es representen mitjangant ter-
mes no-locals (integrals). Per tant, la dinamica
de la vegetacio6 en qualsevol punt de 'espai de-
pén de la preséncia de vegetacio en altres posi-
cions. Les propietats d’aquest acoblament, per
exemple si augmenta o inhibeix el creixement
de les plantes aixi com el seu abast espacial, es-
tan contingudes en una funcié nuclear que
anomenem G.

Els models basats en el nucli permeten una
avaluacié més directa dels mecanismes que in-
tervenen entre les interaccions planta-planta i
el seu paper en la formacio del patré a través
de diferents opcions per a la funcié nuclear. Es
poden classificar depenent de com s’introdu-
eixi el nucli en 'equaci6 i els mecanismes que
representa.
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Models basats en el nucli amb interac-
cions competitives i facilitadores. Utilit-
zant arbres per il-lustrar nuclis dependents
d’escala, I'abast de la facilitacié sol estar deter-
minat pel radi de la corona, mentre que el de la
competencia ho esta per la longitud de I'arrel
lateral (Figura 3a). El nucli es defineix sovint
com l'addicié de dues funcions gaussianes
amb diferents amplades, de les quals la més
ampla esta invertida per tal d’incorporar
I'abast més llarg de les interaccions competiti-
ves (D’Odorico et al., 2006a) (Figura 3b). Do-
nada I’analogia entre aquests nuclis i els que
s’utilitzen per modelar processos neuronals,
inclosa la formaci6 de ratlles en el cortex visu-
al, aquests models també es denominen mo-
dels neuronals (Murray, 2002).

Els models d’aquesta familia es poden
classificar segons si 'acoblament espacial (in-
teraccions no-locals) s’introdueix en les equa-
cions linealment (D’Odorico et al., 2006a) o
multiplicativament (Lefever i Lejeune, 1997).
En el cas lineal més senzill, 'acoblament espa-
cial s’afegeix a la dinamica local:

(Eq.2)

El primer terme al costat dret de 'Eq. 2
descriu la dinamica local de la vegetacio, és a
dir, la dinamica de V en una posicié determi-
nada i independentment de la quantitat de ve-
getacio que 'envolta. El segon terme descriu
I'acoblament espacial, és a dir, les interaccions
entre la vegetacid en una posicio (x, y) ila resta
del sistema, tal com denota la integral per tot
I'espai (x, y")EQ. Suposant isotropia espacial,
la funcié del nucli decau radialment amb la
distancia a la posici6 de la planta focal, i, per
tant, es pot escriure com G (X' 7' ;x,y) = G (1;%,y),
en que (x, y) son les coordenades de la planta
focal. En abséncia d’acoblament espacial, la
densitat de vegetacié augmenta o disminueix a
cada punt de I'espai segons el signe d’h(V).
Equivalentment, 'acoblament espacial pot te-
nir un efecte positiu o negatiu sobre el creixe-
ment de la vegetacid segons el seu signe, que es
determina tant pel senyal de la funcié nuclear
G (Figura 3b) com per la diferéncia entre la
densitat de vegetaci6 en una posicié determi-
nada, V(x, y’), i l'estat estacionari uniforme V,
(és a dir, el valor de densitat de vegetaci6 tal
que h(V,) =0). La forma de la funcié nuclear G
és, doncs, responsable del creixement o la de-



gradacid de les inhomogeneitats en la distribu-
ci6 espacial de la vegetacio.

Suposant nuclis com el de la Figura 3b
(positiu a prop i negatiu lluny de la planta fo-
cal), les pertorbacions en la densitat de vegeta-
ci6 al voltant de V|, s’accentuen localment si
sén més grans que V, i s’atenuen d’altra mane-
ra. Aixo comporta la pérdua d’estabilitat de
I'estat homogeni i I'aparicié d’inhomogenei-
tats en el sistema. Les interaccions inhibidores
de llarg abast, juntament amb termes no line-
als en el terme local h(V), eviten el creixement
indefinit de les pertorbacions i estabilitzen el
patré (Figura 3c). Finalment, tot i que els mo-
dels neuronals imposen un limit superior a la
densitat de la vegetacio, permeten valors nega-
tius de V que no tenen sentit biologic. Per evi-
tar aquest problema, les integracions numeri-
ques de I'Eq. 2 sempre inclouen un limit
artificial a V = 0, de manera que la densitat de
vegetacié retorna a zero cada vegada que esdevé
negativa.

Com a alternativa a limitar artificialment
el domini de la densitat de vegetacid, la modu-
lacié de I'acoblament espacial amb termes no
lineals evita valors negatius per a la densitat de
vegetacié de forma natural. Aquest enfoca-
ment, que s’origina en el model pioner desen-
volupat per Lefever i Lejeune (1997), descriu la
dinamica espaciotemporal de creixement i
mort d’una sola espécie vegetal,

(Eq.3)

on F,, F,i F,descriuen el creixement de la ve-
getacio, les interaccions inhibidores entre
plantes i amb I'ambient, i la pérdua de vegeta-
cio, respectivament. Cadascuna d’aquestes
tres funcions esta modulada per termes inte-
grals amb diferents funcions nuclears que ac-
tuen a diferents escales per explicar la natura-
lesa no-local de cada procés. Com que els
autors ajusten I'escala de les interaccions inhi-
bidores perque sigui més gran que la de les po-
sitives, el model inclou un SDF amb facilitaci6
de curt abast i competéncia de llarg abast. A
meés, com que cada funcié F és modulada per la
densitat local de vegetacid, la variable V' té un
limit inferior natural i no pot prendre valors
negatius. Partint d’aquest treball, altres models
han introduit acoblaments espacials no lineals
a través de termes integrals (Ruiz-Reynés et
al., 2017; Ferndndez-Oto et al., 2014; Escaff et
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4 Figura 3. Propietats del model basat en nucli. a) Rang caracteristic de facilitacio, definit per la corona
d’arbre, i de competéncia, definit per la longitud de I'arrel (Borgogno et al., 2009); b) nucli utilitzat per
representar facilitacié de curt abast i competéncia de llarg abast; c) mecanisme d’inestabilitat que trenca
la simetria en models amb interaccions facilitadores i competitives; d) nucli purament competitiu. Per als
panells (b-d), G(r) representa la funcié del nuclii V(r) la densitat de vegetacio; r és la distancia a I'individu

focal; e) esquema de la formacié d'arees d'exclusié.
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al., 2015). N’hi ha que fins i tot han combinat
un plantejament de tipus Turing amb interac-
cions no-locals (Gilad et al., 2004).

Models basats en el nucli amb interac-
cions purament competitives. En els
apartats anteriors hem invocat existéncia de
SDF en les interaccions entre plantes per expli-
car la formacié de patrons. Tanmateix, la com-
peténcia i la facilitacio solen actuar simultani-
ament i son dificils de deslligar (Barbier et al.,
2008). Es més, alguns estudis han posat de re-
lleu la importancia de retroalimentacions ne-
gatives de llarg abast sobre la formacié de pa-
trons (Rietkerk i Van de Koppel, 2008; Van de
Koppel et al., 2006), suggerint que les retroali-
mentacions positives de curt abast podrien ser
actors secundaris que augmenten en gran me-
sura la resolucié de les taques. Seguint aquests
arguments, es va proposar una familia de mo-
dels purament competitius (Martinez-Garcia
et al., 2013, 2014), amb I'objectiu de donar a
coneéixer un conjunt minim de processos que
podrien impulsar I'aparicié de patrons de vege-
taci6 en zones arides i ecosistemes semiarids.

Acoblament espacial lineal no-local.
Inspirada en els models basats en el nucli amb
facilitacié de curt abast i competencia de llarg
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abast discutits en apartats anteriors, la formu-
lacié més senzilla de models purament compe-
titius també té en compte un acoblament espa-
cial lineal. Els models d’aquesta familia es
poden escriure com

(Eq.4)

en queé el primer terme a la dreta representa la
disseminacié de llavors de llarg abast. El segon
és un terme de creixement logistic en qué el
factor de limitacié de creixement (1-V/V__ )
representa la dispersio local de llavors i té en
compte, per tant, la competéncia local per a
espai; 3 és la taxa de produccié de llavors. El
tercer terme és I'acoblament espacial. Com
que la funcié del nucli G(r; x, ¥) només repre-
senta interaccions competitives, és per forca
una funci6 negativa; A és un parametre positiu
que controla la intensitat de la competéncia. A
causa del terme lineal no-local, V pot prendre
valors negatius i s’ha d’'imposar un limit artifi-
cial a V = 0 per a integracions numeriques de
I’Eq. 4. Com que A i V sén sempre positius i G
és negatiu, 'acoblament espacial sempre és ne-
gatiu i, per tant, representa una contribucié a
la pérdua de biomassa. Una opcid tipica per al
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nucli G és una funcié6 de la coordenada de dis-
tancia de tipus caixa invertida (Figura 3d). No
obstant aix0, utilitzant una analisi d’estabilitat
lineal de ’'Eq. 4 es pot demostrar que molts al-
tres nuclis indueixen la formacié de patrons.
Seguint aquest enfocament, la forma dels pa-
trons, ja siguin laberints o clapes de vegetacio,
s’assembla als obtinguts en models de tipus
Turing (Figura 4a, b).

Interaccions espacials no-locals i
no-lineals. Alternativament, hom pot intro-
duir interaccions no-locals de manera no-lineal,
modulant ja sigui el creixement o la perdua de
biomassa. En ambdds casos recuperem la ma-
teixa seqiiéncia de patrons. Primer discutirem
el model amb un terme no-local introduit a
Martinez-Garcia et al. (2013), que assumeix
que el creixement de la poblacié segueix una
seqiiéncia de producci6 de llavors, dispersié
local i establiment, i que la poblaci6 disminu-
eix a un ritme constant,

(Eq. 5)

en queé f3 és la taxa de produccié de llavors, § és
el parametre d’intensitat de competéncia i
V (%, y,t) és la densitat mitjana de vegetacié al
voltant de la posicié focal (x, y), que anomena-
rem densitat de vegetacié no-local a continuacio.
Es calcula com:

(Eq. 6)

Cal remarcar aqui la diferéncia entre la funcié
del nucli g a ’Eq. 6 i les funcions nuclears G
definides préviament. En tots dos casos, ens hi
referim com a funcions nuclears perqueé en-
tren a la integral de 'equacio, pero representen
diferents magnituds. La funci6 G conté infor-
macié sobre interaccions entre plantes en fun-
ci6 de la distancia entre elles, i pot representar
facilitacio si és positiva i competéncia si és ne-
gativa (Figura 3b). Per contra, g només defi-
neix una area d’influéncia d’una planta focal,
tipicament determinada per I’escala caracte-
ristica de la funci6, R, i per com aquesta influ-
éncia canvia en 'espai. Podem utilitzar la lon-
gitud tipica de les arrels multiplicada per dos
com una primera aproximacié de R, pero
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calen mesures empiriques per determinar el
rang en el qual els individus d’una espécie de
planta determinada poden influir en els seus
veins. Per tant, g sempre és una funcié positiva
normalitzada a 1, independentment de la na-
turalesa de les interaccions considerades en el
model. Finalment, ens limitarem aqui a casos
isotropics en que la funcié del nucli només de-
pen de la distancia radial de la planta focal.
Mentre que la pérdua de vegetaci6 se su-
posa que es produeix a una taxa constant a, el
creixement de la poblacié es modelitza a través
d’una seqiiencia de produccié de llavors, dis-
persio local i establiment. Matematicament,
aixo es representa amb tres factors que contri-
bueixen al primer terme a la dreta de I'Eq. 5.
Inicialment, les plantes produeixen llavors a
una taxa constant f3; si assumissim que cada
llavor s’estableix i dona lloc a una nova planta,
llavors el creixement de la biomassa estaria re-
presentat unicament per un terme V. Tan-
mateix, el model considera dos mecanismes
competitius que actuen després de la produc-
ci6 de llavors. El primer és la dispersi6 local de
llavors i la competéncia per I'espai. Seguint el
raonament de 'Eq. 4, assumim que la disponi-
bilitat d’espai limita la densitat maxima en
cada punt de I'espai a un valor maxim V__.
Per simplicitat, aquest valor maxim es pot re-
escalar de manera que V__ sigui 1,ila propor-
ci6 d’espai disponible en una posicié x, y sigui

1-V(x, y; t). Aixo explica el factor 1-V(x, y; t)
que limita el creixement aI’Eq. 5. El segon me-
canisme és la competéncia pels recursos vehi-
culada per la probabilitat d’establiment de
plantes. El model assumeix que una vegada
s’han superat les limitacions d’espai, les llavors
han de superar la competéncia amb plantes ja
establertes pels recursos, principalment d’ai-
gua. Aquest procés s’introdueix amb un terme
de probabilitat d’establiment, P,. Com que la
captacio d’aigua la fan les arrels, P, ésuna fun-
ci6 de la densitat de vegetacié modulada pel
parametre de forca de competéncia, d, que re-
presenta basicament la limitacid per recursos.
Aixo vol dir que en condicions d’abundancia
d’aigua (6 = 0), la competeéncia per 'aigua no
ésintensai Py és 1, mentre que en paisatges ex-
tremadament arids (§ > <) les noves plantes
no poden establir-se. A més, poblacions més
denses també representen escenaris més com-
petitius, de manera que la probabilitat d’esta-
bliment disminueix amb una creixent densitat
de vegetacio:

(Eq.7)

D R R R R I I I R R I I I I R R R R R

4 Figura 4. Patrons generats per models basats en nucli amb interaccions purament competitives en el
terme de mortalitat. Les interaccions no-locals entren linealment (a, b) o no linealment (c, d) en el model.
Dades de simulacié i parametritzacié com a Martinez-Garcia et al. (2014).

D R R R R I I I R R I I I I R R R R R
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Una descripcié completa del model necessita
especificar la funci6 del nucli gila probabilitat
d’establiment PE. Tanmateix, amb aquesta
formulaci6 general ja es pot demostrar Iexis-
téncia de patrons, sempre que la influéncia de
les plantes en la competéncia pels recursos (és
a dir, la forma de la funcié g) compleixi una
serie de condicions (Martinez-Garcia et al.,
2013). Concretament, una condici6 necessaria
és que la transformada de Fourier de g esde-
vingui negativa per algun nombre d’ona, cosa
que es compleix amb qualsevol funci6 que pre-
senti una discontinuitat a una distancia de la
planta focal. Aquesta distancia estaria relacio-
nada amb la llargada tipica de I’arrel. Un
exemple d’aquests nuclis és una funcié de ti-
pus caixa (Figura 3d invertida). Una vegada
que la funcid nuclear g compleix aquesta con-
dicid, la parametritzacié del model determina
si els patrons es formen o no. Per a valors bai-
xos de la for¢a de competéncia §, un estat ho-
mogeni amb V # 0 és estable; a mesura que
augmenta &, 'estat homogeni es torna inesta-
ble i la distribuci6 estacionaria de la vegetacid
consisteix en un patré de ratlles de vegetacié i
s0l nu intercalades. Si § continua augmentant,
el patré espacial canvia a clapes de vegetaci6
escampades sobre un fons de sol nu. Aquestes
clapes es disposen en una xarxa hexagonal (Fi-
gura 4b, d) similar a les que es registren en di-
verses espécies d’animals territorials (Pringle i
Tarnita, 2017). Finalment, en el limit de com-
peténcia molt forta (6 > o), 'inic estat estable
ésun de deserticen qué V=0.

Una formulaci6 alternativa dins d’aquesta
familia de models consisteix a assumir que la
competéncia pels recursos influeix en la pro-
babilitat que té una planta de morir en lloc de
la d’establir-se. Matematicament, aix0 vol dir
que Py = 11 que la mortalitat es modula amb
una probabilitat de morir P,

(Eq.8)

Com que el paper de P, és el d’augmentar
la mortalitat de les plantes en comptes d’inhi-
bir-ne el creixement, les seves propietats son
contraries a les de P, (Martinez-Garcia et al.,
2014). Sha demostrat que els termes de mor-
talitat modulats per la competéncia no-local
afavoreixen I'agrupament d’individus en mo-
dels poblacionals (Birch i Young, 2006).

En aquesta seccié hem parlat de dues imple-
mentacions diferents d’interaccions no-locals

De retroalimentacions dependents d’escala a competicié de llarg abast

que donen lloc a la mateixa seqiiéncia de
patrons. Les condicions necessaries per tenir
patrons estan completament incorporades en
la forma de les interaccions espacials a través
de la negativitat de la transformada de Fourier
de la funcié nuclear g. A més, una analisi es-
pectral dels patrons indica que tenen una pe-
riodicitat entre una i dues vegades el rang R
d’interaccions espacials (Martinez-Garcia et
al., 2013). Aquests dos resultats suggereixen
que la inestabilitat que trenca la simetria de
I’estat homogeni i afavoreix la transicié als pa-
trons esta codificada en el terme no-local, més
que no pas en algun tipus de no-linealitat en la
dinamica local del model. Per a determinades
formes de la funci6 nuclear g, les inhomogene-
itats en la distribucié de vegetacié es magnifi-
quen per la formacié d’drees d’exclusié, és a
dir, regions de I'espai en que la densitat d’ar-
rels i, per tant, la competéncia entre plantes
son extremadament altes (Martinez-Garcia et
al., 2014; Pigolotti et al., 2007). La formacio
d’aquestes arees, impulsada només per la com-
peténcia i sense cap interacci6 facilitadora,
també proporciona un argument per explicar
la distancia entre taques de vegetacié. Una dis-
tribuci6 aleatoria i espacial heterogénia de la
vegetacid tindra maxims locals, és a dir, regi-
ons de 'espai amb una major densitat de plan-
tes. En el cas en que dos d’aquests maxims esti-
guin separats per una distancia entre Ri2R, les
plantes d’un grup no interactuaran amb les de
l'altre perque estaran separades per una dis-
tancia més gran que el rang d’interaccié R
(Figura 3e). Com que la distancia entre aquests
dos grups és inferior a 2R, hi ha una regid a
mig cami entre els dos grups en que les llavors
germinants competeixen amb les plantes
d’ambdés grups per tal d’establir una nova
planta. Aquestes regions entre grups son les
anomenades arees d’exclusié. De la mateixa
manera, quan la competéncia no-local s’im-
plementa en el terme de mortalitat, la compe-
téncia és més forta en les drees d’exclusio ila
biomassa vegetal tendeix a desaparéixer en
aquestes regions. Una vegada que els individus
desapareixen de la regid entre clapes, les plan-
tes del grup experimenten una competencia
més feble per als recursos, la qual cosa dona
com a resultat una retroalimentacio positiva
que augmenta la biomassa dins de la taca.

Conclusions

Malgrat les diferéncies entre els models que
hem revisat i els elements biologics que consi-
deren, tots els models recuperen el mateix es-
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pectre de patrons, cosa que posa de manifest
que la formaci6 de patrons és independent del
model i dels mecanismes que incorpori. En
aquest context, sorgeixen dues linies de recer-
ca diferents. D’una banda tenim els estudis
amb base biologica, que haurien de tenir com a
objectiu combinar models especifics del siste-
ma amb mesures empiriques de retroalimen-
tacions vehiculades per la vegetaci6. D’altra
banda tenim els esforgos teorics, que haurien
d’avangar cap a la reconciliaci6 dels dos tipus
de models, els de tipus Turing i els basats en
funcions nuclears, i establir una connexié di-
recta entre els mecanismes inclosos en cadas-
cun d’ells. Aquesta connexi6 encara no s’ha
fet, excepte per certes aproximacions dels mo-
dels neuronals, en que el terme no-local s’ex-
pandeix en una série d’operadors diferencials
(Borgogno et al., 2009). Fins on sabem, cap
dels intents de derivar un model per al camp
de vegetacio basat en una funci6 nuclear a par-
tir d’'una descripcié més fonamental que con-
sideri la dinamica de I'aigua i la vegetacié ha
reproduit adequadament la forma de les funci-
ons nuclears (Martinez-Garcia et al., 2014).
Des d’un punt de vista mecanicista, a més
de recapitular satisfactoriament la varietat de
patrons de vegetacid observats en la natura-
lesa, els models SDF i de competeéncia de llarg
abast poden explicar 'emergéncia d’autoorga-
nitzaci6 espacial en molts altres sistemes. Per
exemple, una combinaci6 de forces atractives i
repulsives actuant a diferents escales és res-
ponsable de la formacié de ratlles regulars en
colonies de musclos. Altes densitats d’indivi-
dus augmenten la competéncia pels nutrients
a llargues distancies, pero faciliten I’adhesi6
dels musclos al substrat a escales més curtes
(Rietkerk i Van de Koppel, 2008). Altres mo-
dels que estudien la formacio de diferents es-
tructures en I'agrupaci6é d’animals també es
basen en principis similars d’atracci6-repulsio
o d’inhibicid-activacié (Couzin et al., 2002;
Couzin, 2003; Martinez-Garcia et al., 2015;
Liu et al., 2013; Liu et al., 2016; Vicsek i Zafei-
ris, 2012; Alonso et al., 2002). D’altra banda,
encara que la idea que només les interaccions
competitives o forces repulsives poden con-
duir a 'agrupaci6 i la formacid de patrons si-
gui contraintuitiva, s’ha observat en molt di-
versos escenaris. En sistemes biologics, hom
ha predit agrupaments d’espécies en I’espai
dels ninxols en el context d’espécies que com-
peteixen per recursos compartits (Scheffer i
Van Nes, 2006; Pigolotti et al., 2007). Altres
exemples provenen de la fisica, com ara la for-
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maci6 dels anomenats cristalls de raim en al-
gunes molecules i col-loides que interactuen
via forces repulsives efectives (Mladek et al.,
2006; Likos et al., 2007; Delfau et al., 2016). La
formacié de patrons en aquests sistemes tan
dispars comparteix algunes propietats: la com-
peténcia indueix una distribuci6é hexagonal
dels grups ila transici6 als patrons esta contro-
lada matematicament pel signe de la transfor-
mada de Fourier de la funci6 nuclear. Apro-
fundir en la generalitat d’aquestes propietats
de 'agrupament induit per repulsié/compe-
téncia és un dels grans reptes d’aquest camp.
En conjunt, aquest compendi de sistemes
mostra que patrons aparentment idéntics po-
den emergir en diferents escenaris i com a
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